X 



Hyperarbres, arbres enracines 



F. Chapoton 



O 

(M : et partitions pointees 

u 

< 

in • 2 fevrier 2008 
(N 

^ Resume 

■^L ' On calcule les polynomes caracteristiques des posets des hyperarbres. 

^^, On montre que la serie generatrice de ces polynomes fait intervenir les 

. ■ hyperarbres cycliques. On donne aussi une conjecture pour Taction du 

i-i^ ' groupe symetrique sur Thomologie de Whitney de ces posets. Par ailleurs, 

j^ , on montre que le poset des partitions pointees de Vallette est equivalent 

homotopiquement au poset des forets d'arbres enracines de Pitman. Le 
theme commun implicite a tous ces objets est la combinatoire de I'operade 
PreLie. 

^ , Abstract 

^vj ^ We compute the characteristic polynomials of the posets of hypertrees. 

^/-^ , We show that the generating series of the polynomials can be expressed 

■^^ ' using cyclic hypertrees. We also propose a conjecture on the action of the 

("^ , symmetric groups on the homology of these posets. On the other hand, 

V^ . we show that Vallette's poset of pointed partitions is homotopy equivalent 

("V^ ' to Pitman's poset of forests. The implicit common thema of the article is 

fH , the combinatorics of the PreLie operad. 
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Introduction 

Les hyperarbres sont des objets combinatoires relativement nouveaux, no- 
^ , tamment par rapport aux arbres. lis ont ete introduits par Berge dans sa 

j^ ■ generalisation de la theorie des graphes aux hypergraphes [2]. Plus recemment, 

lis ont ete utilises pour etudier certains sous-groupes d'automorphismes du 
groupe libre [13]. L'objet de cet article est d'esquisser un rapport possible avec 
la theorie des operades, plus precisement avec I'operade anticyclique PreLie. 

Cet article comprend deux parties principales. La premiere etudie le poset 
des hyperarbres sur n sommets. Le resultat principal est le calcul du polynome 
caracteristique, suivant une methode inspiree par le calcul par McCammond et 
Meier du nombre de Mobius du poset obtenu par I'ajout d'un maximum. Cette 
description fait intervenir la notion nouvelle d'hyperarbre cyclique. On propose 
ensuite une conjecture decrivant Faction naturelle du groupe symetrique sur 
I'homologie de Whitney de ce poset. On montre que si cette conjecture est 
verifiee, alors I'homologie est fortement liee a I'operade anticyclique decrivant 
les algebres pre-Lie [6, 5]. 

La seconde partie est plutot consacree aux arbres enracines. On montre que 
le poset des partitions pointes (introduit par Vallette en theorie des operades) 
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Fig. 1 - Un exemple d'hyperarbre sur {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, A, B, C, D, E, F}. 



est equivalent par homotopie au poset des forets (introduit par Pitman en prob- 
abilites). En utilisant les methodes de Sundaram, on donne une description de 
Paction du groupe symetrique sur I'homologie de Whitney de ces posets. Dans 
ce contexte, I'operade PreLie joue un role explicitc et mieux compris que dans 
le cadre des hyper arbres. 

1 Ordre partiel sur les hyperarbres 

Un hypergraphe sur un ensemble fini de sommcts / est un ensemble non 
vide de parties de / de cardinal au moins 2. Ces parties sont appelees les aretes 
de I'hypergraphe. On pent definir une notion de chemin entre deux somniets 
dans un hypergraphe : formellement c'est une suite alternee d'aretes et de som- 
mets oil chaque arete contient les deux somniets adjacents. On pent done parler 
d'hypergraphe connexe et de cycle dans un hypergraphe. 

Un hyperarbre sur un ensemble fini de sommets / est un hypergraphe con- 
nexe sur / qui ne contient pas de cycle. Ceci entraine que deux aretes distinctes 
se rencontrent en au plus un sommet. 

On va definir un ordre partiel sur I'ensemble des hyperarbres sur /. Ce poset 
a ete etudie par J. McCammond and J. Meier [13] en relation avec la cohomolo- 
gie i'^ de certains groupes d'automorphismes des groupes libres ; ils montrent 
notamment que le poset des hyperarbres est Cohen-Macaulay. 

La relation d'ordre sur les hyperarbres est definie comme suit. Un hyperarbre 
S est inferieur ou egal a un hyperarbre T si chaque arete de S est la reunion 
d'une ou plusieurs aretes de T. 

Le rang Rg(r) d'un hyperarbre T est le nombre d'aretes de T moins un. Le 
poset des hyperarbres est gradue par le rang. L'unique element de rang est 
I'hyperarbre dont la seule arete est I'ensemble / tout entier. Les elements de 
rang maximal (egal a |/| — 2) sont les |/|l^l"^ arbres sur /, dont toutes les aretes 
out cardinal 2. 



2 Series generatrices des hyperarbres 

On considere ici des series generatrices classiques pour les hyperarbres, voir 
[9, 13] pour des travaux anterieurs. 

Soit HAn I'ensemble des hyperarbres sur I'ensemble {!,... ,n}. On dcfinit 



le poids d'un hyperarbre T commc Ic produit 

Poids(T) = i[](t^i|,|), (1) 

a 

Oil a parcourt les aretes de T . Autrement dit, le poids d'un hyperarbre est un 
nionome en les variables t et {ui)i>2- La puissance de t est le rang de T. La 
puissance de ui est le nombre d'aretes de cardinal i dans T. 

On introduit alors une serie gencratrice HA des hyperarbres selon le poids, 
definie conime suit : 

n 2 3 

HA = V V VoiAs{T)^^%-U2 + ^{u^ + iul) + ... (2) 

^ — ' ^ — ' n\ Z o 

n>2T^'HA„ 

Soit HA*' la serie generatrice similaire des hyperarbres pointes en un sommet, 
HA" celle des hyperarbres pointes en une arete et HA^" celle des hyperarbres 
pointes en un drapeau, c'est-a-dire munis d'une paire formee d'un sommet dis- 
tingue et d'une arete distinguee contenant ce sommet. 

On pent facilemcnt obtenir une description recursive de ces series generatrices. 
Tout d'abord, un hyperarbre pointe en un sommet se decompose naturellement 
selon les aretes contenant le sommet distingue. On obtient ainsi que la serie HA^ 
est caracterisee par la relation 

HAP = |(exp(tY)-l), (3) 

oil la serie auxiliairc Y, definie par 

^ ^ (x + iHAT ,^, 

n>l 

est la serie generatrice des hyperarbres sur I'ensemble {1, . . . ,n} U {•}, oii le 
sommet • appartient a une seule arete. 

Par ailleurs, on pent decomposer un hyperarbre pointe en une arete selon les 
composantes connexes de I'hypergraphe obtenu en enlevant cette arete. Chacune 
de ces composantes est un hyperarbre pointe en un sommet. On obtient ainsi la 
relation 






(x + tHAP)"+i 



HA»^^«„,,^^-^^. (5) 

n>l ^ ' 

De meme, on decrit un hyperarbre pointe en un drapeau en utilisant la serie 
auxiliairc Y. On obtient I'equation 

HAP"=xYexp(iY). (6) 

Enfin, par le principe de dissymetrie (voir [3, Chap. 4.1] pour le cas des 
arbres) qui consiste a utiliser I'existence d'un centre naturel pour un hyperarbre 
(qui est soit une arete soit un sommet), on a 

HAP" + HA = HA^ + HA". (7) 

Toutes ces relations permettent le calcul par recurrence de ces series generatrices. 
On a de plus la relation 

HAP^xa^rHA, (8) 

qui est la traduction habitucUe du pointagc en un sommet au niveau des series 
generatrices. 



3 Series generatrices des hyperarbres cycliques 

Un hyperarbre cyclique est un hypcrarbrc muni en chaque sonimet d'un 
ordre cyclique sur les aretes contenant ce sommet. 

3.1 Version complete 

Soit TiACn I'enscnible des hyperarbres cycliques sur Tensemble {1, . . . , n} et 
soit HAC la serie generatrice des hyperarbres cycliques definie par 

HAC = 5I E PoidsiT)^ = ^U2 + ^iu3 + 3ul) + ..., (9) 

n>2Te'HAC„ 

avec la meme definition du poids que precedemment. 

Soit HAC^ la serie generatrice des hyperarbres cycliques pointes en un som- 
met, HAC celle des hyperarbres cycliques pointes en une arete et HAC^" celle 
des hyperarbres cycliques pointes en un drapeau. 

Remarque : on peut aussi voir les hyperarbres cycliques pointes en un 
drapeau comme des hyperarbres pointes en un sommet (la racine) et munis 
d'un ordre total sur les aretes entrantes en chaque sommet (I'arete sortante 
est I'arete la plus proche de la racine). On appellc hyperarbre ordonne ce 
type d'hyperarbre. Pour la bijection entre ces deux types d'objets, on utilise 
la structure arborescente et le drapeau initial pour definir pour chaque sommet 
(sauf le sommet pointe) une arete sortante, celle qui est la plus proche du sommet 
fixe. Les ordres cycliques sont alors equivalents a des ordres totaux, en utilisant 
le drapeau initial (pour la racine) ou I'arete sortante (pour les autres sommets) 
pour effcctuer la conversion entre les deux types d'ordres. 

Comme precedemment pour les hyperarbres, on a une description de ces 
series generatrices par des equations fonctionnelles d'origine combinatoire. 

En utilisant la description par les hyperarbres ordonnes, on voit que la serie 
HAC" est caracterisee par la relation 

oil la serie auxiliaire YC, definie par 

YC=> M„+i j , 11 

n>l 

est la serie generatrice des hyperarbres ordonnes sur I'ensemble {1, . . . , n} U {•} 
oil le sommet • est la racine et est contenu dans une seule arete. 

Quand on pointe un hyperarbre cyclique en une arete, on obtient un ensemble 
(de cardinal au moins 2) d'hyperarbres ordonnes. On a done 



n>l ^ '' 

Quand on pointe en un sommet, on obtient un cycle d'hyperarbres ordonnes 
ayant un sommet racine en commun. Ceci entraine la relation 

HAC = --ln(l-ty). (13) 



Enfin, a nouvcau par le principe de dissymetrie, on a 

HAC^" + HAC = HAC^ + HAC''. (14) 

Toutes ces relations permettent le calcul par recurrence de ces series generatrices. 
On a de plus la relation 

HAC^^xa^rHAC, (15) 

qui cxprinie comme precedemment le pointage en un sonimet. 

3.2 Version simplifiee 

On specialise les resultats de la section precedente en posant Ui = 1 pour 
tout i > 2. Le poids d'un hyperarbre devient siniplement la variable t a la 
puissance la rang de T. Par abus de notation, on garde le meme noni pour les 
series generatrices, dont les versions completes ne seront pas utilisees. 

La serie HAC^" est determinee par 

HkOT" = a;(exp(a; + t HAC^") - 1)/(1 - i(cxp(a; + t HAC^") - 1)). (16) 

On a la relation suivante : 

HACP = -- ln(l - t(exp(a; + t HAC") - 1)). (17) 

On a aussi 

HAC" = exp(a; + i HAC^") - 1 - (x + i HAC^"). (18) 

Enfin, on a 

HAC = WKF + HAC" - HAC"". (19) 

Bicn sur, on a encore 

HACP^xa^rHAC. (20) 

4 Calcul du polynome caracteristique 

Dans cette section, on calcule les polynomes caracteristiques des posets des 
hyperarbres a I'aide des series generatrices des hyperarbres cycliques. 
Soit Xn le polynome caracteristique du posct l-LAm en la variable s : 

X„= E A^(6,T),s"-2-^^(^), (21) 



Soit XT le polynome caracteristique du poset "HA^ forme par les elements 



oil ^(6, T) est le nombre de Mobius de I'intervalle [0, T] 

Soit XT le polynome < 
de H-An superieurs a T : 

XT= ^Mr,;7)s"-2-Rs(t/). (22) 

V>T 

Comme le posct l^A^ est isomorphe au produit J^^ 'H.A\a\ oil a parcourt les 
aretes dc T (voir [13, Lemme 2.5]), on a la relation 



XT 



n^i-i- (23) 



Par consequent, 

?4n(^^)- (24) 

a 

On salt de plus, par la definition dcs polynomes caracteristiques, que 

E XT = s"-\ (25) 

TeHA„ 

Done on a 

E J^--^""-'- (26) 

TeHA„ 

On definit des series HA, Y, ... en remplagant Ui par Xi/^ ^t t par s dans 
HA, Y, etc. On obtient alors 

HA = E«""^— = — (cxpM-l-sa;). (27) 

n>2 

On en deduit done, par la relation (8), que 

TW = 4(exp(sa;)-l). (28) 

Par ailleurs, en inversant la relation (3), on niontre que 

s2Y = ,sln(l + ^j. (29) 

On a done obtenu les equations suivantes : 

„_ ,^ (x + sHA^)" , / sHA^\ , , 

A := .^Y = . E Xn+i ^ -r^ = . In 1 + ^ , (30) 

n>l ■ \ / 

et 

B -.^ sx + s'^W^ ^ sx + x{exp{sx) -1). (31) 

Ces relations caracterisent les polynomes Xn de la variable s. 

On efFectue ensuite le changement de variables s = — 1/t et a; = —tz. Soit 
Tn+i le polynome (— t)"^^x„+i(— 1/i) en la variable t. On a alors les relations 
suivantes : 

on 

A = E^"+i^' (32) 

ri>l 

et 

JA =-iln(B/z), 

[B =z-iz(exp(z) - 1). ^ ^ 

Ces relations caracterisent les polynomes t„. 

Theoreme 4.1 La solution unique du systeme (33) en fonction de B est donnee 
par 

{a =aBHAC(i?), 

U ==B + tHACP'^(B). ^ ^ 



Preuve. L'unicite est claire. II sufBt done de verifier la solution proposee. 
Soient A et B comme dans I'enonce du theoreme. En utilisant les relations 
(16), (17) et (20) entre les series generatrices d'hyperarbres cycliques, on a 

BA = HACiB) = ln(l - t(exp(z) - 1)), (35) 

(z - B)/t ^ HAQP^iB) ^ B(exp(z) - 1)/(1 - i(exp(z) - 1)). (36) 

On obticnt en simplifiant 

A=-iln(l-t(exp(z)-l)), (37) 

B^ z-tz{cxp{z)-l). (38) 



Ceci entraine que 



A= — ln{B/z). (39) 



Corollaire 4.2 Le polynome t„ — (— i)"^^x„(— 1/t) est la serie generatrice des 
hyperarbres cycliques sur n sommets selon le nombre d'aretes. En particulier, 
le polynome caracteristique Xn du poset TiAn a des coefficients alternes. 

La seconde partie du corollaire est deja connue, car elle resulte du fait que 
le poset TiAn est Cohen-Macaulay. 

Pour retrouver les resultats de McCamniond et Meier [13] sur le nombre de 
Mobius du poset TLAn obtcnu en rajoutant artificiellement un element maximal 
a TiAuti, on doit faire i ~ — 1 dans le systeme (33), qui se simplifie en 

{a =ln(B/z), , , 

I B = zcxp(z). 

La solution est bien connue, donncc par z = A = W{B), ou W est la fonction 
W dc Lambert definic par 

VK(B) = -Vn"-i^— ^. (41) 

n>l 

On obticnt done 

^i{nAn+l) = -xn+i(i) = (-i)"n"-\ (42) 

comme attendu. 

5 Homologie de Whitney des hyperarbres 

5.1 Rappels sur les fonctions symetriques 

Comme reference sur les fonctions symetriques, on renvoie le lecteur au livre 
classique de Macdonald [12]. 

On note ch le caractere de Frobenius qui associe a un module sur le groupe 
symetrique une fonction symetrique. 



Le plethysme des fonctions symetriques sera note o. La suspension d'une 
fonction synietrique / = f{pi,p2,P3,...) cxpriniee en termes de sommes de 
puissances est la fonction synietrique Sj/ dcfinie par 

St/ = -^fi-tpi, -t^P2, -t^P3, ...). (43) 

On a clairement dp-^Tit = {—t)T.tdp-^ . Par convention, S designc la suspension en 
t= 1. 

Introduisons quelques fonction symetriques associees a des operades. On con- 
fond, par abus de notation, une operade avec la fonction synietrique associee. 

Pour I'operade associative, on a 

Assoc =pi/(l-pi), (44) 

qui correspond a la somnie des representations regulieres des groupes symetriques. 
Soit Comni la fonction symetrique suivante : 



Comm — exp 2_^Pk/k ^1- (45) 

\k>i J 

Cette fonction synietrique correspond a la somnic des representations triviales. 
Le fait que les operades Lie et Comm soient de Koszul et duales implique la 
relation 

S Lie o Comm = pi, (46) 

oil Lie est la fonction synietrique associee a I'operade Lie. 
On a la relation classique 

Comm o Lie = Assoc . (47) 

Soit enfin Perm la fonction synietrique dcfinie par 

Perm = pi(l + Comm). (48) 

Le fait que les operades PrcLic et Perm soient de Koszul et duales implique la 
relation 

S PreLie o Perm = Perm oE PrcLic ~ pi , (49) 

oil PreLie est la fonction symetrique associee aux arbres enracines [6]. Par I'in- 
terpretation usuelle de Taction de pidp^ comme le pointage en un sommet, la 
fonction pidp^ PreLie correspond done aux arbres doublement pointes. Un tel 
objet se decompose de fagon unique (en utilisant I'unique chemin joignant les 
deux points marques) en une liste d'arbres enracines. On a done la relation 

Pidp^ PreLie = Assoc o PreLie . (50) 

Des relations (48) et (49), on dcduit la relation 

S PreLie (Comm oE PreLie) ~ pi — 11 PreLie . (51) 

Lemme 5.1 On a 

pidp, E PreLie +dp, (Comm oE PreLie) = 1. (52) 



Preuve. Ceci equivaut a 

^{Pidpi PreLic) + 9pj (Conim oS PrcLic) = 1. (53) 

En utilisant la relation (50), Ic mcmbrc de gauche dcvicnt 

SAssocoi;PreLie+(apiSPreLie)(l + CommoSPreLie). (54) 

En utilisant I'expression (44) de Assoc et les relations (51) et (50), ceci devient 

S PreLie 
1 + S PreLie 

ce qui donne bicn 1. 



( P'^^Lie \ / Pi \ . . 

Vpi(l-PrcLic)y \S PreLie/ ' ^ ' 



5.2 Quelques fonctions symetriques nouvelles 

Introduisons de nouvelles fonctions symetriques, inspirees de celles associees 
aux hyperarbres cycliques, mais distinctes. 

Soit HAL^° la fonction synictrique avcc un paramctre t definie par 

H ALP" =pi [St Assoc] oComnio[pi + {-t)HAU"']. (56) 

Notons qu'ici et dans toute la suite, Ic plcthysnie agit de fagon non triviale 
sur la variable t : on a p^ o t = t^ . La variable t peut done sculcmcnt ctre 
specialisee en ou 1. 

Soit HAL^ la fonction synictrique avec un parametre t definie par 

HALP ^piptLie] oComnio[pi + (-t)HALP°]. (57) 

Soit HAL'' la fonction synictrique avec un parametre t definie par 

HAL° = [Comm -pi] o [pi + {-t)Uk\J"']. (58) 

Soit enfin HAL la fonction symctrique avec un parametre t definie par 

HAL = HAL^ + HAL" - HAL^". (59) 

Ces relations permettent de calculer ces fonctions symetriques par recurrence. 
Par les formules (47), (56) et (57), on a aussi la relation suivante : 

HALP" , ^ , HALP , , 

= [St Comm] o . (60) 

Pi Pi 

Proposition 5.2 On a la relation 

HMP ^ Pidp,\^kL. (61) 

Preuve. On pose C = Commo(pi — iHAL^"). On calcule d'abord, en util- 
isant la relation (56), la derivee dp^V\MJ"^ en fonction de C. On obtient 

a,. HAL- = ^ +Pi(l - ^^.HAL-)^i±g^. (62) 



En simplifiant les dcnominatcurs, ccci donnc la relation 

(1 + 2iC + t^C^ + tpi + tpiC)dp, HAL^" = C + tC^+pi+ piC. (63) 

On utilise ensuite la relation (59) pour calculer pidp^^HAL. On obtient 

HALP+pl{l-tdp,HALP'')^-^+Pi{l-tdp,HALP'')C-pidp,HALP\ (64) 

Pour demontrer la proposition, il faut done verifier la relation 

dp.HALP^ = Pi(l - tap, H ALP") ^^ + (1 - tdp.HAinC. (65) 

Mais ceci rcsultc immcdiatcmcnt dc la relation (63) obtenue plus haut. ■ 

5.3 Description de I'homologie de Whitney 

Soit P un poset gradue avee un element minimum et dont toutes les chaines 
maximales ont la meme longueur. Les groupes d'homologie de Whitney de P, 
denotes WHj(P), ont ete introduits par Baclawski [1] et etudies par Bjorner 
[4]. Si le poset P est Cohen-Macaulay, alors on a la relation suivante avee le 
polynome caracteristique : 

r 

^.s'-^X-l)*dimWH,(P)=xp(s), (66) 

i=0 

Oil r est le rang maximal dans P. 

Les groupes d'homologie de Whitney ont la description suivante : 

WH,(P) = 0H,_2(O,a;), (67) 

xeP 

oil les H sont les groupes d'homologie reduite des intervalles de P. 

Soit WH la fonction symetrique generatrice des caracteres de Taction des 
groupes symctriques sur I'homologie de Whitney des posets TiAn '■ 

ri-2 

WH := ^ ^ ch{WB.,{HAn)){~ty. (68) 

n>2 i=0 

On propose la conjecture suivante decrivant Taction du groupe symetrique 
sur I'homologie de Whitney du poset des hyperarbres. 

Conjecture 5.3 On a la relation suivante 

WH = HAL. (69) 

Cette conjecture est vraie au niveau des dimensions. Pour le verifier, il suffit 
de comparer Texpression des polynomes caracteristiques obtenue plus haut en 
fonction de HAC (en ut = 1 pour i > 2) et la specialisation enpk = pour k > 2 
des fonctions symetriques HAL. 

Cette comparaison utilise notamment le fait que la specialisation de la fonc- 
tion symetrique Lie est — ln(l — pi). 
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5.4 Caracteristiques d'Euler et relation avec PreLie 

On substitue t — 1 dans les formules de la section 5.2. Les fonctions synictriques 
obtcnues sont notecs HAL, etc. 



On salt ([17, Lemnic 1.1]) que si la conjecture 5.3 est verifiee, alors HAL 
correspond (aux signes pres) a Taction sur riiomologic du poset TiAn obtcnu 
en ajoutant un maximum artificiel au poset TiAn- 

Soit HAL la fonction symetrique avec un parametre t definie par 

Pi 



-pa 



HAL'^ =pi 



l+Pi 
Ceci se simplifie en la relation 



Commo[pi-HAL'^ ]. (70) 



HAL^" = (pi - HAL^") Comm o(pi - HAL^"). (71) 

Par comparaison avec la relation (51), on a done 



HAL^"==pi-i; PreLie. (72) 

On obtient cnsuite 
HAL*' == pi [S Lie o Comm] o [p^ - HAL*"'] = pi [pi - HAL^"] = piE PreLie . (73) 
On a aussi la relation 

— HAT == 9p, HAL = S PreLie . (74) 

Pi 

On calculc 



HAL = (Comm -pi) o [p^ - HAL'^ ] = Comm oS PreLie -S PreLie . (75) 
Enfin, on obtient 



HAL == -pi + S PreLie +piT. PreLie + Comm oS PreLie -S PreLie, (76) 
ce qui donne 



H AL = -pi + pi S PreLie + Comm oE PreLie . (77) 

Mais on salt, par la relation (51), que 

Comm oE PreLie = - 1 + pi /E PreLie . (78) 

Done on a 



1 + HAL =pi(-l + S PreLie +1/S PreLie). (79) 

On rappelle que Paction des groupes symetriques sur I'operade anticyclique 
PreLie est donnee par la fonction symetrique M caracterisee par la relation 
suivante (voir [5, Eq. (50)]) : 

M + 1 =pi(l + PreLie+l/ PreLie). (80) 

Comma la suspension est anti-multiplicative, 

EM - 1 = -pi(-l + E PreLie +1/E PreLie). (81) 

Done 
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Proposition 5.4 On a la relation 



HAL = -SM. (82) 

Si la conjecture 5.3 est verifiee, ceci devrait fournir une relation entre la 
suspension de I'operade anticyclique PreLie et I'lioniologie du poset T-LAn- 



6 Partitions pointees et forets d'arbres enracines 

6.1 Partitions pointees 

Le poset des partitions pointees PP/ d'un ensemble /, introduit par Val- 
letta dans [18] et etudie ensuite dans [7], est une variante interessante du poset 
classique des partitions. 

Une partition pointee de / est la donnce d'une partition de / et d'un clement 
distingue ("pointe") dans chaque part de cette partition. Par abus de notation, 
on note par la meme lettre une partition pointee et la partition sous-jacente. 
La relation d'ordre est la suivante : une partition pointee v est inferieure a tt 
si la partition v raffine la partition tt (chaque part de tt est I'union de parts 
de v) et si las elements pointes dans tt sont aussi pointes dans v. Le poset des 
partitions pointes a un element minimal donne par la partition en singletons, et 
|/| elements maximaux correspondant aux difFcrents pointages de la partition 
de / en une seul part. 

6.2 Forets d'arbres enracines 

Le poset des forets Fi a ete introduit par Pitman dans [14], pour des moti- 
vations en probabilite. II est aussi utile en combinatoire, voir [15, Ex. 5.29]. 

Une foret d'arbres enracines sur / est un graphe sur rensemble de sommets / 
dont les composantes connexes sont simplement connexes (des arbres) et munies 
chacune d'un element distingue appelc la racine. On pent alors orienter les aretes 
vers les racines. Un point de vue equivalent est de considerer un foret comme 
un ensemble d'aretes orientees ayant les proprietes adequates (absence de cycles 
et de fourches divergentes) . 

La relation d'ordre est la suivante : une foret G est inferieure a une foret F si 
on pent obtenir G en enlevant des aretes orientes a F . Le poset des forets a un 
unique element minimal donne par la foret dont les arbres sont des singletons, 
et |/|l^l~^ elements maximaux qui correspondent aux arbres enracines sur /. 

Les intervalles dans Fi sont des posets booleens. La fonction de Mobius est 
done —1 a la puissance le rang. On voit aussi que le poset Fi provient d'un 
complexe simplicial sur I'ensemble des aretes orientees. Ceci entraine que sa 
realisation geometrique est la subdivision barycentrique de ce complexe simpli- 
cial. 

6.3 Comparaison 

On a un morphisme de poset (j) de Fi dans PP/ qui associe a une foret la 
partition de / formee par les arbres et le pointage de chaque part donne par 
la racine de chaque arbre. Cette application est equivariante pour Paction du 
groupe symctrique. 



12 



Theoreme 6.1 L'application (j) induit une equivalence en homotopie. 

Preuve. On utilise le critere suivant : il suffit de verifier que la fibre de 
chaque element est contractile (Lcmmc fibre de Quillen, voir [19]). On choisit 
de regarder la fibre vers le bas. 

Comme la fibre d'une partition pointee en plusieurs morceaux est isomorphe 
comme poset au produit des fibres des morceaux, il suffit de montrer que la fibre 
d'une partition pointee en un seul bloc est contractile. On fixe done un ensemble 
fini / et un clement pointe i dans /. On note Pi cette partition pointee. 

Par la definition de la relation d'ordre de Fj par enlevement d'aretes, la 
realisation gcometrique de Fj est naturellement une subdivision barycentrique 
du complcxe simplicial X sur I'ensemble I^ (une paire (a,b) est vue comme 
une arete (a <— b)) dont les simplexes sont les ensembles d'aretes de forets. Ce 
complexe simplicial est pur et les simplexes maximaux sont en bijection avec les 
arbres enracines sur /. 

La fibre par de la partition pointee pi correspond alors au sous-complexe 
simplicial Xi dont les simplexes sont les ensembles d'aretes contenant au moins 
une arete de la forme (i ^- j). Les simplexes correspondent aux forets ayant i 
parmi leurs racines et les simplexes maximaux correspondent aux arbres ayant 
i pour racine. Ce complexe simplicial est pur. 

On definit, pour l<r<|/| — 1, un complexe simplicial Xr comme le sous 
complexe simplicial de X dont les simplexes sont les ensembles d'aretes con- 
tenant au moins r aretes de la forme (i <— j). Ce sont des complexes simpliciaux 
purs. Les simplexes maximaux correspondent aux arbres ayant i pour racine et 
tels que la valence de i est au moins r. 

On a des inclusions naturelles X\j\_i C • • • C Xi. 

On va montrer que X^. est contractile par recurrence desccndante sur r. 

Considerons le cas r = | J| — 1. II y a un seul simplexe maximal, correspondant 
a la corolle de racine i, forme par les aretes {i ^- j) pour j G -?^\{*}. Ce complexe 
est evidemment contractile. 

Supposons maintenant que Xr est contractile, pour un certain 2 < r < |/| — 1. 
On va montrer que Xr-i se retracte sur Xr, done est aussi contractile. 

Soit C un simplexe maximal de Xr-i correspondant a un arbre dont la racine 
i est de valence exactement r — 1 . Ceci signifie que C contient exactement r — 1 
aretes de type {i <— j) ct done |/| — 1 — (r — 1) autres aretes. Considerons les 
simplexes de codimension 1 au bord de C qui conticnnent r — 2 aretes de type 
(i ^ j). Chacun de ces simplexes est contenu dans un seul simplexe maximal de 
Xr-i, qui est C. On pout done ecraser C sur le reste de son bord. Cette partie 
restante du bord de C est formee de simplexes contenant r — 1 aretes de type 
(i ^ j). Ce bord est done contenu dans le sous complexe Xr- 

Ceci montre que Xr-i se retracte sur Xr qui est contractile par recurrence, 
done Xr~i aussi. Ceci termine la recurrence. 

On a done montre que la fibre Xi est contractile. Ceci termine la demonstration. 
■ 

Comme coroUaire du theoreme 6.1, on obtient que les groupes d'homologie 
de PP/ et Fi sont isomorphes comme modules sur les groupes symetriques, de 
par I'invariance de I'homologie par equivalence homotopique [19, Th. 5.2.2]. 
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7 Homologie de Whitney 

7.1 Calcul pour les partitions pointees 

On sait ([7, Th. 1.3]) que Ic polynomc caracteristique du posct PP/ est 

(.-|/|)l^l-i. (83) 

On verifie aussi (voir [15, 11]) que ce polynonie est egalement le polynome 
caracteristique du poset Fj, par la propriete que tons les intervalles dans Fj 
sont des posets booleens et en utilisant la serie generatrice connue (s + |/|)'^'^^ 
pour les forets. 

On obtient ici une description de Taction du groupe symctrique sur riio- 
mologie de Whitney des partitions pointees. 

On se place pour ce qui suit dans la categoric des espaces vectoriels gradues 
avec la regie des signes de Koszul (i.e. la categoric des complexes avec differentielle 
nuUe) . 

Proposition 7.1 Le caractere de I'homologie de Whitney du poset des parti- 
tions pointees est donne par 

Comm oEi PreLie . (84) 

Preuve. Les orbites du groupe symetrique 6„ sur PP„ sont indcxees par les 
partitions de n. Soil x\ un representant de I'orbite A. On note A^ le nombre de 
parts de taille i dans une partition A. 

Le stabilisateur de x\ est le sous-groupe 

SiMxx) ^X{&^A&^~ll (85) 

i 

Oil ©aJSj-i] est un produit en couronnc. On introduit aussi le groupe un peu 
plus gros dcfini par 

Gx=\{&xA'5^]■ (86) 

i 

Alors, on a la description suivante, voir [4, Th. 5.1], [17, Th. 1.2], de Taction 
de &n sur Thomologie de Whitney : 

WH(PP„) ^ Indf^abC..) H(6' -a). (87) 

On decompose Tinduction en deux etapes : 

0IndgrInd^tW.)H(O,^A). (88) 

A 

Par Tisomorphisme de Kiinncth, on decompose Thomologie rcduite en pro- 
duit scion la taille des parts de A (voir [16, Prop. 2.1]) et on decompose Tinduc- 
tion en produit d'inductions : 

0Ind®;^(g)Ind®;;'g;^^,H(O,a;(,.,)). (89) 
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Par la description dc I'homologic pour Ics puissances d'un poset (voir [16, 
Prop. 2.3]), on a 

H(6,a;(,A,))~Sym^'H(6,a;(,)), (90) 

oil Sym designe la puissance synictrique. 

On obtient alors (par compatibilite entre produit en couronnes ct puissance 
symctriquc) 

Ind®^" (g) Sym^' (lnd|:_^ H(0, .T(,) )) . (91) 

A i 

Or, par un cas particulicr (tcrnie de degre maximal) de la formulc (87) et 
les resultats de [18] sur I'homologie de PP„, on a 

Sgn(n) 0e„ PreLie(n) = WH„_i(PP„) = Ind|;;_^ H(6, a;(„)), (92) 

oil ces espaces sont places en degre n — 1 et Sgn(n) est la representation signe. 
Done on a obtenu 

Ind®;^ (g) Sym^' (Sgn(2) ®e, PrcLic(i)) . (93) 

A i 

Au niveau dcs caractcres, on reconnait dans cette expression le plethysme 

Comm oSt PrcLie . (94) 

■ 
On a aussi unc description explicite du caractere de ce module. Par coni- 
niodite, on donne plutot le resultat equivalent pour une suspension. 

Proposition 7.2 La fonction caracteristique de St Comm o PreLie est 

E (^1 - ^)^'"' n ((^(^) - *')^'" - kMfkW - t")^'-') ^, (95) 

A,|A|>1 fe>2 ^^ 

oil la somme parte sur les partitions non vides X, Xk est le nombre de parts de 
taille k dans la partition X et fk (A) est le nombre de points fixes de la puissance 
j^eme gj'^^g permutation de type cyclique X. Lesp\ sont les fonctions symetriques 
sommes de puissances et les z\ des constantes classiquement associees aux par- 
titions. 

Preuve. On a la relation 

S Perm o PrcLie = pi exp — > Pk/k o PreLie = pi (96) 

V V '=>! // 

On introduit dc nouvelles variables 

j/£ = P£ o PreLie . (97) 

On a alors la relation inverse 

Pe^yiexpl-^yki/k] . (98) 
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Soit A unc partition. Pour calculer le coefficient de p\ dans la fonction 
symctrique Et Comm o PrcLic, il faut calculer le residu 

(StCommoPreLie) JJ^^. (99) 

i=l Pi 

On pent supposer sans restriction que toutes les variables jjj et pj pour j > r 
sont nuUes. La suspension de Comm est 

Et Comm = — I cxp I - ^ t''pk/k - 1 • (100) 

On effectue le changement de variables pour obtenir une intcgrale en les variables 
y. On a 

r / \ ^ 

J]dp, =expl-^^2/,fc/fcJ[](l-2/,)c^2/^■ (101) 

A un facteur —t ct au tcrnie constant pres, on a done a calculer le residu 

exp I - ^ t'^Vk/k I exp ( ^ A. ^ y.^/fc ) f[ ^^^^dy,. (102) 

y fc>l J \ i k J i=l Vi 

En regroupant les exponentielles et en inversant les sommations, on trouve 
exp [Y.{h{X)-t^)yklk\ f[ii^dy,. (103) 

\k>l j i=l yi 

Cette integrale se decompose en un produit de residus en chaque variable yi. 
On obtient facilement le rcsultat attendu. ■ 

7.2 Relation avec I'operade PreLie 

A une fonction symctrique / — J2n>ifn correspond une suite de modules 
^n sur les groupes symetriques et un foncteur ^ qui associe a un espace vec- 
toriel V I'espace vectoriel 

•^{V) = ©„>i^„ ®6„ ^®". (104) 

Les foncteurs ainsi obtenus sont appeles foncteurs analytiques. Reciproquement, 
on peut retrouver la suite de modules (J^n)n a partir du foncteur .^. 

La fonction symetrique CommoEf PreLie sert ainsi a decrire le complexe de 
Chevalley-Eilenberg calculant la cohomologie des algebres pre-Lie fibres vues 
comme algebres de Lie. En effet, la fonction symetrique PreLie correspond au 
foncteur qui associe a V I'algebre pre-Lie fibre sur V. La suspension et la com- 
position avec Comm correspondent a prendre I'algebre exterieure. 

Comme on salt que les algebres pre-Lie fibres sont des algebres de Lie fibres 
[8], la cohomologie du complexe de Chevalley-Eilenberg est concentree en un 
seul degre et correspond aux generateurs. La caracteristique d'Euler 

Comm oE PreLie (105) 
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correspond done aux generateurs des algebres pre-Lie libres eomme algebres de 
Lie. 

Bien sur, commc dans le eas des hyperarbres, eette caractcristique d'Euler 
decrit aussi I'homologie du poset obtenu en rajoutant un clement maximal au 
poset des partitions pointees. 

On obtient ci-dessous une description de cette fonction symetrique a I'aide 
des fonctions symetriques HAL. Si la conjecture 5.3 est vraie, ceci donne une 
relation homologique non triviale entre le poset des hyperarbres et le poset des 
partitions pointees. 

Proposition 7.3 On a la relation suivante : 



CommoSPrcLic = pi - {pidp.HAL - HAL). (106) 

Preuve. On va calculcr 



Comm oE PreLie +pidp, HAL - HAL. (107) 

En utilisant (77) et (74), on obtient 

Comm oE PreLie +pil] PreLie +pi — piE PreLie— Comm oS PreLie. (108) 

■ 

Remarque : Les composantes homogenes de Comm oEj PrcLic apparaissent 

aussi implicitenient dans les travaux de McCamniond et Meier comme decrivant 

Paction du groupe symetrique sur I'algebre de cohoniologie du groupe des au- 

toniorphismes symetriques du groupe libre [10]. 

8 Annexe 

Pour eventuellc reference ulterieure, on rassemble ici les formules essentielles 
qui decrivent Taction des groupes symetriques sur les hyperarbres et les hyper- 
arbres cy cliques. Les preuves, essentiellement basees sur les descriptions combi- 
natoires des sections 2 et 3, sont omises. 

8.1 Caractere des hyperarbres 

Soit HA'' la fonction symetrique avec un paramctre t definie par 

HA^ === pi [Et Comm] o Commo[pi + tHA^]. (109) 

Soit HA^" la fonction symetrique avec un paramctre t definie par 

HA^" = pi (Commo[pi + fHA^]) [1 + t^t Comm] o Commo[pi + tHA^]. (110) 

Soit HA" la fonction symetrique avec un paramctre t definie par 

HA'' = [Comm -pi]o[pi+ f HAP]. (Ill) 

Soit enfin HA la fonction symetrique avec un parametre t definie par 

HA = HAP + HA° - HA'"'. (112) 

Ces relations permettent de calculcr ces fonctions symetriques par recurrence. 
On a la relation 

HAP^pi^p^HA. (113) 
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8.2 Caractere des hyperarbres cycliques 

Soit HAC^° la fonction symctriquc avcc un parametre t definie par 

HAC" =pi [St Assoc] oConimo[pi +tHACP"]. (114) 

Soit HAC^ la fonction symctrique avec un parametre t definie par 

HACP = pipt Cyc] o Commo[pi + tHAQP"], (115) 

ou Cyc est la fonction symctrique dont le terme en degre n correspond a Taction 
du groupe symctrique sur I'ensemble des ordres cycliques sur n symboles. 
Soit HAC° la fonction symetrique avec un parametre t definie par 

HAC" = [Comm -pi] o [pi + iHAC^"]. (116) 

Soit enfin HAC la fonction symetrique avec un parametre t definie par 

HAC = HAC^ + HAC" - HACP". (117) 

Ces relations permettent de calculer ces fonctions symetriques par recurrence. 
On a la relation 

HAQP = pidp.HAC. (118) 
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